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چکیده  
ديسكهاي دوار قطعات مكانيكي هستند كه در طيف وسيعي از دستگاهها و تجهيزات مكانيكي مورد استفاده قرار ميگيرند. این تجهیزات تحت دماي بالايي كار ميكنند و با سرعت زاويهاي زيادي ميچرخند. برای اطمینان از ایمنی دیسکها در این شرایط کاری بهتر است مواد سازنده آنها به گونهای انتخاب شود تا قابلیت بالایی برای تحمل هر دو تنشهای مکانیکی و حرارتی داشته باشند. در نتیجه میتوان از دیسکهایی با پروفیل ضخامت متغیر، ساخته شده از مواد مدرج تابعی استفاده کرد. در این مقاله تاثیر شکل تابع توزیع دما بین سطوح داخلی و خارجی دیسکهای دوار بر توزیع تنش معادل فونمیزز با متغیر در نظر گرفتن تمامی خواص هندسی و مکانیکی در راستای شعاعی دیسک بررسی میشود. از توزیع تنش معادل فون میزز و ماکزیمم مقدار آن میتوان به عنوان معیاری برای تخمین شروع تغییرشکلهای پلاستیک در دیسکهای دوار استفاده کرد. دیسک دارای سه نوع شرط مرزی متفاوت در سطوح داخلی و خارجی است. از روش هموتوپی پرتوربیشن به عنوان یک روش تحلیلی برای حل معادله ناویر حاکم بر تغییرشکلهای دیسک دوار برای هر یک از توابع توزیع دما استفاده میشود. در نهایت نشان داده میشود که کدام تابع توزیع دما تاثیر بهینهای را بر روی توزیع تنش فونمیزز در امتداد شعاعی دیسک دارد و به عنوان نتیجه گیری حالت بهینه توزیع دما با کمترین مقدار ماکزیمم تنش معادل فون میزز مشخص میگردد. در نهایت آنالیز عددی برای مقادیر متفاوتی از پارامتر ضخامت، نوع تابع توزیع دما و شرایط مرزی متناسب با محیط های کاری دیسک انجام میشود.
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Abstract 
Rotating disks are mechanical components that are used in a wide range of mechanical equipment. This equipment operates at high temperatures and angular velocities. To ensure the safety of the disks under these working conditions, it is advisable to select their components in such a way that they are high strength for both mechanical and thermal stresses. As a result, disks with variable thickness profiles made of functionally graded materials can be used. In this paper, the effect of the shape of temperature distribution function between the inner and outer surfaces of the rotating disks on the distribution of equivalent Von Mises stress is investigated. All the geometric and mechanical properties are changed along the radial direction of the disk. The distribution of Von Mises stress and its maximum values can be used as a criterion to estimate the initiation of plastic deformation in rotating disks. The disk has three different boundary conditions on the inner and outer surfaces. The homotopy perturbation method is used as an analytical method to solve the Navier equation in the disk for each of the temperature distribution functions. Finally, it is shown which temperature distribution function has an optimal effect on the distribution of von Mises stress along the radial of a disk. As a result, the optimum temperature distribution with the lowest value of von Mises stress is determined. Finally, numerical analysis is performed for different values ​​of thickness parameter, type of temperature distribution function and boundary conditions appropriate to disk operating environments.
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مقدمه 
بسیاری از دیسکهای دوار صنعتی در شرايط عادي، تحت دماي بالايي كار ميكنند و با سرعت زاويهاي زيادي ميچرخند. تنشهای حرارتی ناشی از این تغییرات دمایی به همراه سرعت زاويهاي بالا، نيرويهای گريز از مركز بزرگی در ديسك ایجاد میکند که در نتیجه آن مقاومت ماده سازنده ديسك کاهش مییابد. بنابراین مواد سازنده آنها بایستی به گونهای انتخاب شوند تا قابلیت بالایی برای تحمل هر دو تنشهای مکانیکی و حرارتی داشته باشند. به همین دلیل استفاده از دیسکهایی با پروفیل ضخامت غیر یکنواخت، ساخته شده از مواد مدرج تابعی[footnoteRef:1] توصیه میگردد [12-1].  [1:  Functionally graded material (FGM)] 

مواد مدرج تابعی برای نخستین بار در سال 1984 در کشور ژاپن برای ساخت تجهیزات فضایی مورد استفاده قرار گرفتند. هدف از کاربرد این مواد به عنوان مواد کامپوزیتی غیرهمگن، افزایش کارایی اجزای مختلف سازه، کنترل تغییرشکلها و تنشهای ناخواسته به همراه رسیدن به خواص مطلوب این مواد مانند استحکام بالا، وزن کم، رسانایی خوب، مقاومت بالا در مقابل خوردگی و دمای زیاد است. در این مواد، خواص در هر نقطه توسط یک قانون اختلاط مناسب به صورت تابعی از خواص اجزاء تشکیل دهنده  )معمولا فلز و سرامیک) تعریف میشود. مواد مدرج تابعی در تحلیل دیسکهای دوار هم توسط تعدادی از محققان بررسی شدهاند. در این تحقیقات عموماً از شبیهسازیهای المان محدود و روشهای عددی برای حل معادلات حاکم بر دیسک استفاده شده است و تاکنون حل تحلیلی برای این معادلات در حالت کلی با متغیر در نظر گرفتن تمامی خواص مکانیکی و هندسی ارائه نشده است. برای رسیدن به یک حل قابل اطمینان، با دقت بالا و هزینه کم، در این مقاله از روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن برای آنالیز دیسکهای دوار ساخته شده از مواد مدرج تابعی در حالت کلی و برای انواع متفاوتی از تابع توزیع دما و شرایط مرزی دیسک استفاده میشود. مدل ارائه شده در این مقاله توزیع تنش-تغییرمکان در دیسکها تحت بارگذاریهای مکانیکی-حرارتی را برای انواع شرایط مرزی متناسب با محیطهای کاری واقعی محاسبه میکند.
از اولین تحقیقان انجام شده بر روی دیسکهای دوار میتوان به حل تحلیلی ديسكهای الاستیک-پلاستیک توسط گمر[footnoteRef:2] با استفاده از تئوري تسليم ترسكا[footnoteRef:3] اشاره کرد [1]. بعد از ایشان نیز دیسکهای دوار از جنبههای متفاوتی مورد بررسی قرار گرفتند که در بیشتر آنها دیسک از ماده همگن با خواص مکانیکی مشخص ساخته شده بود. در زمینه دیسکهای دوار مدرج تابعی، يو و همكارانش[footnoteRef:4] از نخستین محققانی بودند که استفاده مواد مدرج تابعی را برای ساخت دیسکهای دوار مطرح کردند و ديسكهاي دوار از جنس فيبرهاي كامپوزيتي را در شرایط بارگذاری سرعت زاویهای ثابت و توزیع دمای یکنواخت مورد بررسي قرار دادند. ایشان فرض نمودند که مدول الاستیک، ضریب انبساط حرارتی و چگالی بر اساس تابعی توانی در امتداد شعاعی دیسک تغییر کند[2]. نقدآبادی و همکاران[footnoteRef:5] راهحل ترموالاستیکی نیمه تحلیلی برای دیسکهای دوار متقارن توپر و توخالی ساخته شده از مواد مدرج تحت شرایط تنش صفحهای ارائه دادند [3]. تغییرشکل دیسکهای دوارمدرج تابعی با استفاده از تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول توسط بيات[footnoteRef:6] و همکاران مورد مطالعه قرار گرفت. در اين مواد فرض بر اين است كه خواص مادي ديسك در راستاي ضخامت تغيير مينمايند [4]. [2:  Gamer ]  [3:  Teresca ]  [4:  You et al ]  [5:  Naghd Abadi et al]  [6:  Bayat ] 

در تمامي مواردي كه در بالا ذكر شد، ديسكها به صورت هم دما در نظر گرفته ميشدند. در واقع هيچ گونه گراديان دمائي در ديسك وجود نداشت. اما اراسلان معادلات حاكم بر ديسكهاي دوار را در هر دو حالت الاستیک و الاستیک-پلاستیک و براي پروفايلهاي تغيير ضخامت مختلفي با فرض غير همدما بودن ديسك، به وسيله توابع فوق هندسي[footnoteRef:7] حل نمود[5]. حجتی و همکاران حل نیمه تحلیلی را برای بررسی توزیع تنش-کرنش در دیسکهایی با ضخامت و چگالی متغیر به کمک روشهای هموتوپی پرتوربیشن و جداسازی آدمین ارائه کردند که این شکل از خواص مواد هم با وجود دامنه تغییرات محدود در گروه مواد مدرج تابعی قرار میگیرند[6]. ایشان در ادامه این دیسکها را برای تغییرشکلهای پلاستیک و انواع شرایط مرزی با درنظر گرفتن رفتار کرنش سختی خطی برای دیسک بررسی کردند[7]. اخیرًا جعفری و همکاران[footnoteRef:8] روشهای بهینهسازی مدرن و کلاسیک را در مینیمم کردن وزن دیسکهای دوار بر اساس پارامتر تغییر ضخامت و چگالی در آنها ارائه کردند[8]. هم چنین فرشی و همکاران نیز با روش های غیرگرادیانی دیسک های دوار مدرج را بهینه سازی نمودند[9]. در جدیدترین تحقیقات انجام گرفته بر روی دیسک های دوار، جعفری و همکاران تاثیر مدلهای خرابی مواد نرم را بر روی رفتار تغییرشکلی پلاستیک دیسکهای دوار با ضخامت متغیر را بررسی کردند. ایشان نشان دادند که با در نظر گرفتن این مدلها در شبیهسازیها میتوان پیشبینیهای واقعیتری از سرعتهای زاویهای حد پلاستیک کامل در دیسکهای دوار ارائه داد [10]. در ادامه آنالیز ترموالاستیک دیسکهای دوار مدرج با در نظرگرفتن پروفیل ضخامت و سرعت زاویهای متغیر توسط دای و همکاران[footnoteRef:9]، توسط روشی نیمه تحلیلی انجام شده است. ایشان نشان دادند که تغییرات در شعاع دیسک، سرعت زاویهای و گرادیان دمایی، ماکزیمم تغییر مکان در دیسک دوار را تحت تاثیر قرار میدهد[11]. تاثیر گردیان دمایی بر روی تغییرمکان دیسکهای دوار مدرج، با تعریف تغییرات خطی برای توزیع درجه حرارت در امتداد شعاعی دیسک توسط کائور و همکاران[footnoteRef:10] مورد بررسی قرار گرفت[12]. [7:  Haypergeometric Function ]  [8:  Jafari et al]  [9:  Dai et al]  [10:  Kaour et al] 

در این مقاله رفتار ترموالاستیک دیسکهای دوار ساخته شده از مواد مدرج تابعی با ضخامت متغیر، تحت تاثیر بارگذاریهای مکانیکی-حرارتی به کمک روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن مورد بررسی قرار میگیرد. دیسک دوار دارای پروفیل تغییر ضخامت در راستای شعاعی است، تو خالی میباشد و سه نوع شرط مرزی متفاوت برای برای سطوح داخلی و خارجی آن در نظر گرفته شده است. برای بارگذاری حرارتی دیسک، 4 تابع توزیع دمای متفاوت بررسی می گردد. از معیار فونمیزز برای محاسبه تنشهای معادل در دیسک استفاده میشود و ماده مدرج تابعی دیسک در ناحیه تغییرشکلهای پلاستیک از رفتار کرنش سختی خطی پیروی خواهد کرد. از آنجاییکه تغییرشکلهای پلاستیک در دیسکهای دوار باعث ایجاد مشکلاتی در فرآیند کاری دیسک شده و مطلوب ما نمیباشند، در طراحیها سعی بر این است که تا حد ممکن این پدیده به تعویق افتد. برای بررسی این موضوع، در این مقاله توزیع تنش معادل فونمیزز در امتداد شعاعی دیسک به دست خواهد آمد. بر همین اساس مطالعه پارامتریک برای مقادیر متفاوتی از پارامتر تغییر ضخامت، نوع تابع توزیع دما و شرایط مرزی دیسک انجام میگیرد. مطابق با شکل 1 برای دیسک دوار سه نوع شرط مرزی متفاوت در نظر گرفته شده است. همان طور که مشخص است در شرایط مرزی تحت قید شعاعی، سرعت زاویهای از طریق شفت دوار به دیسک منتقل میشود.
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	c: radially constrained- radially constrained
	b: radially constrained-free
	a: Free-free

	Fig. 1 Rotary disk with different boundary conditions on the inner and outer surfaces

	شکل 1 دیسک دوار با شرایط مرزی متفاوت در سطوح داخلی و خارجی


2-مدل سازی مکانیکی-حرارتی دیسک دوار
-1-2 خواص هندسی و مکانیکی دیسک دوار مدرج تابعی
در این مقاله دیسک دوار حلقوی با ضخامت کم و پروفیل ضخامت متغیر در راستای شعاعی مدل میگردد. شعاع دیسک در سطوح داخلی و خارجی به ترتیب با  و  نشان داده میشود. دیسکهای دوار ضخامت متغیر را عموماً با در نظر گرفتن دستگاه مختصاتی استوانهای () مطابق شکل 2 مدلسازی میکنند. ديسك با سرعت زاويهاي ثابت  حول محور خود دوران میکند و تحت تاثیر بارگذاری حرارتی متقارن نیز قرار دارد. از آنجایی كه نسبت شعاع به ضخامت در ديسكهاي دوار زياد است، ميتوان با دقت قابل قبولي دیسک را نازک در نظر گرفت و فرض تنش صفحهاي را در معادلات میدان اعمال کرد (). به علاوه پارامترهای ابعادی دیسک را میتوان در جدول 1 مشاهده کرد.
	


	Fig. 2 An example of disk with variable profiles in terms of   and   in a cylindrical coordinate system.

	شکل 2 نمونهای از پروفيل ديسك با ضخامت متغیر بر حسب پارامترهای و  در دستگاه مختصات استوانهای


جدول 1 پارامترهای ابعادی دیسک  دوار حلقوی
Table 1 Dimensional parameters of annular rotating disk.
	شعاع داخلی ()
	شعاع خارجی ()
	ضخامت دیسک()

	0.2 m
	1 m
	0.1 m


ديسكهاي دوار با تغییر خواص مکانیکی در راستای شعاعی را میتوان از لحاظ ساختاری مدرج تابعی در نظر گرفت و با تعریف یک قانون اختلاط مناسب میتوان خواص مکانیکی دیسک را به عنوان تابعی از کسر حجمی[footnoteRef:11]، بین خواص سرامیک و فلز از لبه داخلی تا لبه خارجی تغییر داد. در این مقاله سطح داخلی دیسک از جنس آلمینیوم و سطح خارجی دیسک از جنس سرامیک زیرکونیا[footnoteRef:12] است. خواص مکانیکی این مواد در جدول 2 آورده شده است.  [11:  Volume fraction]  [12: 2 Zirconia ()] 

جدول 2 خواص مکانیکی فلز و سرامیک در ماده مدرج تابعی دیسک دوار
Table 2 Mechanical Properties of metal and ceramic in rotating disk functionally graded Material
	زیرکونیا
	آلمینیوم
	خواص مواد

	151
	70
	
مدول یانگ ()  (GPa)

	0.3
	0.3
	
ضریب پواسان ()

	5700
	2700
	
چگالی () ()

	10
	23
	ضریب انبساط حرارتی ()  ()

	---
	300
	
تنش تسلیم ()  (MPa)

	---
	35
	
مدول تانژانت ()   (GPa)


بر همین اساس می توان تابع کسر حجمی و شاخص درجه بندی  را به صورت زیر تعریف کرد:
	
	(1)


مدول الاستیک، چگالی، ضریب انبساط حرارتی، ضریب هدایت حرارتی به همراه پروفیل تغییر ضخامت دیسک بر اساس رابطه (1)، بین سطوح داخلی و خارجی مطابق جدول 3 تغییر خواهند کرد و ضریب پواسان در دیسک ثابت در نظر گرفته میشود. در روابط موجود در جدول 3، به ترتیب مقادیر مرجع برای مدول الاستیک، چگالی، ضریب انبساط حرارتی میباشند و  همان ضخامت ديسك در سطح خارجی () است. به علاوه پارامترهای  به عنوان پارامترهای شاخص درجه بندی این خواص مکانیکی در ساختار مواد مدرج تابعی و  به عنوان پارامتر تغییر ضخامت دیسک شناخته میشوند.
جدول 3 خواص مکانیکی مواد مدرج تابعی با تعریف پارامترهای موجود در آنها
Table 3 Mechanical properties and parameters in functionally graded materials.
	مدول الاستیک
	چگالی
	ضریب انبساط حرارتی
	پروفیل ضخامت

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


-2-2تنش معادل در دیسک دوار مدرج تابعی
در این مقاله رفتار مواد مدرج تابعی برای تغییرشکلهای الاستیک-پلاستیک به صورت کرنش سختی خطی تعریف شده است. از نقطه نظر شروع تسلیم در مواد مدرج تابعی، زمانی که تنش معادل فون میزز در دیسک به تنش تسلیم مواد سازنده دیسک برسد، دیسک وارد تغییرشکلهای پلاستیک میشود و سرعت زاویهای معادل با آن به عنوان سرعت زاویهای حد الاستیک نامگذاری میگردد. تنش معادل فون میزز در دیسک دوار حلقوی ساخته شده از مواد مدرج تابعی طبق رابطه زیر محاسبه می شود:
	
	(2)


در این رابطه  و  به ترتیب تنش های شعاعی و محیطی در دیسک میباشند. از آنجاییکه بارگذاری، هندسه و شرایط مرزی در دیسک دوار متقارن است، تنش برشی در دیسک تشکیل نمیشود و این تنشها، همان مولفههای  اصلی در دیسک هستند. 
 -3-2تعریف توابع توزیع دما در دیسک 
در این مقاله دیسک دوار حلقوی مدرج تابعی تحت میدان حرارتی قرار دارد که در امتداد شعاعی دیسک تغییر میکند. با در نظر گرفتن تقریب یک بعدی از توزیع دما، در این مقاله 4 شکل متفاوت از تابع توزیع دما در داخل دیسک دوار () مطابق با جدول 4 در نظر گرفته میشود. در این جدول  دما در سطح داخلی دیسک است که مشخص و ثابت میباشد. به علاوه در شکل 3  میتوان تفاوت این توابع توزیع دما در این مدلها را مشاهده کرد. همان طور که مشخص است از مدل A تا D، توزیع دما در داخل دیسک از حالت توزیع ثابت و یکنواخت به حالت توزیع غیر خطی وغیر یکنواخت تغییر مینماید. در مدلهای B و D نرخ تغییرات از سطح داخلی تا سطح خارجی دیسک نزولی است و در مدل C نرخ تغییرات صعودی دما را خواهیم داشت. اما، در مدل A توزیع دما در دیسک ثابت است.  
جدول 4 توابع توزیع دما بین سطوح داخلی و خارجی دیسک دوار
Table 4 Temperature distribution functions between the inner and outer surfaces of the rotating disk
	مدل 
	مدل 
	مدل 
	مدل 
	

	
	
	
	
	توابع توزیع دما



	


	Fig. 3 An example of disk with variable profiles in terms of   and   in a cylindrical coordinate system.

	شکل 3 توزیع دما بین سطوح داخلی و خارجی دیسک دوار مطابق با توابع جدول 4


-4-2مدل سازی مکانیکی دیسک دوار [6-8]
مطابق با شکل 2، دیسک دوار حلقوی مدرج تابعی با شعاع داخلی  و شعاع خارجی تحت بارگذاریهای متقارن مکانیکی و حرارتی(  ) قرار دارد. در مسئله مورد بررسی، آنالیز تنشهای ترموالاستیک در دیسک دوار با نوشتن معادلات تعادل حاکم بر دیسک به فرم ناویر، بر اساس روابط حاکم بر تغییرشکلهای کوچک، حالت تنش ضفحهای و اعمال فرض تقارن محوری انجام میگیرد. بر این اساس تمامی متغیرهای موجود در معادلات ناویر مستقل از موقعیت محیطی  میباشند، مولفه تنش برشی () از معادلات حذف خواهد شد و مولفه تنش در راستای ضخامت () نیز برابر صفر است. با در نظر گرفتن المانی از دیسک دوار به همراه تمامی نیروهای داخلی در امتداد شعاعی () و محیطی ()، نوشتن معادلات تعادل در این دو راستا و اعمال فرضیات بالا به این معادلات، نهایتا معادله تعادل حاکم بر دیسک به فرم زیر خلاصه می شود: 
	
	(2)


در این روابطه تابع توزیع چگالی در دیسک،  سرعت زاویهای میباشند. به علاوه و به ترتیب مولفههای شعاعی و محیطی تنش عمودی در دیسک است. با در نظر گرفتن شرط تقارن محوری، روابط کرنش-تغییر مکان در دیسک دوار به صورت زیر تعریف میشوند:
	
	(3)

	
	(4)


از آنجاییکه دیسک تحت تغییرات دمایی قرار دارد بایستی کرنش حرارتی نیز به کرنشهای عمودی در هر راستا اضافه گردد.  بیانگر کرنشی است که از تغییر دما در دیسک ایجاد میگردد. این کرنش بر اساس تابع تغییر دما حاکم بر دیسک () در راستای شعاعی تغییر میکند و به کمک تابع ضریب انبساط حرارتی  به شکل زیر قابل محاسبه است:
	
	(5)


برای رسیدن به فرم ناویر معادلات تعادل، بایستی مولفههای تنشی حاکم بر دیسک دوار در رابطه (2) جایگذاری شوند. در همین راستا میتوان این مولفههای تنش را بر اساس کرنش های عمودی و حرارتی، به کمک روابط زیر بیان کرد:
	
	(6)

	
	(7)


با جایگزینی روابط بالا در معادله تعادل (2)، معادله ناویر حاکم بر دیسکهای دوار بر اساس تغییرمکان در راستای شعاعی دیسک () به دست میآید:
	
	(8)


همان طور كه مشاهده ميشود اين يك معادله ديفرانسيل غير خطي از مرتبه دو و غير همگن است و در آن مراتب متفاوتی از مشتقات تابع مجهول وجود دارد. در این رابطه تابع وجود دارد که مطابق با توابع تعریف شده در جدول 4 در این معادله دیفرانسیل جایگذاری میگردد. به علاوه تغییرات خواص مکانیکی و هندسی مطابق با روابط موجود در جدول 3 را میتوان در این معادله مشاهده کرد. حل تحلیلی این معادله بسیار سخت است، اما برای اولین بار در این مقاله معادله ناویر حاکم بر تغییرشکلهای دیسک دوار به همراه تاثر تغییرات دمایی در دیسک به روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن برای انواع متفاوتی از تابع توزیع دما حل خواهند شد. 
-3 معرفی روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن [13-15]
در این بخش اساس روش هموتوپی پرتوربیشن بیان میگردد. برای نشان دادن اصول این روش، معادله دیفرانسیلی غیرخطی زير را در نظر ميگيريم:
	
	(9)


با شرایط مرزی:	                   
	
	(10)


در روابط بالا،  تابع مجهول،  یک عملگر دیفرانسیلی کلی،  تابع تحلیلی معلوم،  یک عملگر مرزی و  مرز حوزه  میباشد. یکی از مهمترین مراحل حل به این روش، یافتن بخشهای خطی و غیر خطی عملگر  است و میتوان این عملگر را به طور کلی به دو قسمت خطی  و غیرخطی تجزیه کرد. بنابراین معادله(9)، را میتوان بصورت زیر نوشت:   		
	
	(11)


بر اساس تکنیک هموتوپی، میتوان تابع هموتوپیرا به نحوی تشکیل داد که معادلات زیر را ارضاء کند:		
	
	(12)


که  و یک حدس اولیه از معادله (12) میباشد که بطور کلی شرایط مرزی را ارضاء میکند. بدیهی است که از معادله (25) داریم: 
	
	(13)

	
	(14)


واضح است که وقتی  باشد، معادله (12) به یک معادله خطی و در هنگامی که  باشد، به معادله غیرخطی اولیه تبدیل میگردد. بنابراین فرآیند افزایش یکنواخت از صفر به یک، همان فرآیند تبدیلبهمیباشد که این فرآیند اساس روش هموتوپی است. فرض اساسی در این روش، این است که جواب معادله (12) را به توان به صورت یک سری توانی از  نوشت:
	
	(15)


برای شروع حل بایستی معادله (15) را در معادله (12) جایگزین کرد و رابطه به دست آمده را بر حسب توانهای مختلف  () مرتب نمود. هر یک از ضرایب توانهای یک معادله دیفرانسیل بر اساس متغیر  خواهند بود که بایستی حل شوند و در نهایت با حد زیر جواب تقریبی معادله (12) را بدست آورد:
	
	(16)


سری فوق، در اکثر موارد به جواب همگرا میشود، ولی سرعت همگرایی به جمله غیرخطی  بستگی دارد.
-4حل معادله ناویر به روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن
فرم نهایی معادله ناویر حاکم بر اساس تغییرشکل مجهول در دیسک دوار مدرج تابعی، با جایگزینی توابع مدول الاستیک، چگالی، ضریب انبساط حرارتی و پروفیل ضخامت در رابطه (8) به صورت زیر می باشد:
	
	(17)


همان طور که مشخص است در این رابطه تابع توزیع دما در دیسک () وجود دارد که بر اساس 4 مدل موجود در جدول 4 در این رابطه جایگذاری خواهند شد و برای هر کدام از مدلها مسئله حل تحلیلی شده و در نهایت توزیع تنش فون میزز محاسبه میگردد. برای شروع حل به روش هموتوپی پرتوربیشن، ابتدا بخشهاي خطي و غير خطي معادله (17) با در نظر گرفتن شرط همگرایی، به صورت زیر تعیین میشوند:
	
	(18)

	
	(19)

	
	(20)


همانطور که از روابط بالا مشخص است تاثیر مدلهای متفاوت توزیع دما در داخل دیسک دوار در محاسبه تابع در روش هموتوپی پرتوربیشن ظاهر میگردد. در نتیجه برای هر مدل های توزیع دما  تا ،  تابع مطابق با روابط (21-24) تعریف می شود: 

	(21)
	

	(22)
	

	(23)
	

	(24)
	


حال بایستی تابع هموتوپي مطابق با رابطه (22) ایجاد شود. در اين معادله به عنوان تابع مجهول و به عنوان تابع شرايط اوليه معادله ديفرانسيل تعریف میشود كه خود نیز مجهول است:
	
	(25)

	
	(26)


در مرحله بعدي تابع  مطابق با رابطه (15) تعریف میشود. با جايگزين نمودن معادلات(26-25) به همراه تابع  در معادله هموتوپی (22)، بایستی معادله به دست آمده را بر حسب توانهاي مرتب کرد. برای تمامی معادله های ناویر حاکم بر دیسک با توابع توزیع دما  تا  ، ضرایب توانهای برای هر چهار تابع توزیع دما یکسان است و فقط ضرایب توان  متفاوت خواهد بود. به این دلیل که تاثیر متفاوت در ضرایب توان  ظاهر میگردد. در ادامه معادله ناویر حاکم بر دیسک که بر اساس مدل توزیع دمای  به دست می آید به طور کامل حل خواهد شد. برای مدلهای بعدی فقط حل معادله آورده میشود. 
· مدل توزیع دما A :
	



	(27)

	
	(28)

	

	(29)


براي محاسبه تابع مجهول بايستي معادلات ديفرانسيلي بالا حل شوند. براي حل معادله (27) فرض ميكنيم كه  باشد:
	
	(30)


 با جايگذاري معادله (30) در رابطه (28) و حل آن بر حسب  داريم:
	,

	(30)

	,

	

	



	

	


	

	
	


به طور مشابه براي معادله(29) داريم:
	
	(32)


براي يافتن تابع مجهول  لازم است كه معادلات (30-32) در معادله (16) جايگزين شوند و به طور همزمان  و  ميل داده شود. اين كار به معناي يافتن پاسخ براي معادله ديفرانسيل حاكم بر دیسکهای دوار مدرج تابعی تحت بارگذاری مکانیکی-حرارتی است. بنابراين حل  اين معادله برابر است با:
	
	(33)


در معادله (33) پارامترهاي  و  مجهول بوده و بر اساس شرايط مرزي حاکم بر دیسک تعيين ميشوند. در این مقاله دیسک تحت سه نوع شرط مرزی متفاوت قرار دارد. معادلات حاکم بر مابقی مدلهای توزیع دما نیز به همین صورت حل خواهند شد و در ادامه فقط پاسخ نهایی برای این مدلها آورده شده است.
· مدل توزیع دما B :
	,
	(33)

	


	

	





	

	



	


· مدل توزیع دما C :
	,
	(34)

	


	

	







	

	


	


· [image: ] مدل توزیع دما D :
	,
	(35)

	


	

	


	

	




	


-5آنالیز عددی
به منظور راستیآزمایی حل معادلات در دیسکهای دوار به روش هموتوپی پرتوربیشن میتوان به مراجع [] مراجعه کرد و به دلیل محدودیت در ادامه برای حلهای به دست آمده فقط آنالیز عددی و ارائه نتایج انجام میگیرد. از آنجاییکه تغییر خواص مکانیکی در امتداد شعاعی دیسک باید با خواص آلمینیم و زیرکونیوم در سطوح داخلی و خارجی هماهنگی داشته باشد، مقادیر پارامترهای بر اساس خواص هندسی و مکانیکی متناظر با سطوح داخلی و خارجی دیسک در جدولهای 1 و 2 و هم چنین روابط موجود در جدول 3، لیست شدهاند. به علاوه دمای دیسک در سطح داخلی در نظرگرفته شده است.
-1-5توزیع تنش معادل فون میزز
در این بخش توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک دوار مدرج تابعی به ازاء مقادیر متفاوتی از پارامتر تغییر ضخامت، مدلهای توزیع حرارت در دیسک و شرایط مرزی متفاوت برای دیسک مورد بررسی قرار میگیرد. همان طور که میدانیم تنش معادل فون میزز به عنوان معیاری برای شروع تغییرشکلهای پلاستیک در مباحث آنالیز تنش و تحلیل تغییرشکلهای الاستیک-پلاستیک اهمیت ویژهای دارد. برای رسیدن به این  هدف، در شکل 4 توزیع تنش فونمیزز برای پارامتر ضخامت، مدلهای توزیع دما  تا  در داخل دیسک و شرایط مرزی متفاوت در سرعت زاویهای رسم شده است. همان طور که مشخص است در این سرعت زاویهای، در بعضی از نمودارها مقدار تنش معادل فونمیزز از تنش تسلیم جزء فلزی سازنده دیسک () عبور کرده است. برای دیسک با شرایط مرزی آزاد-آزاد و تحت قید شعاعی-آزاد، لبه داخلی ماکزیمم مقدار تنش معادل فونمیزز را دارد و در نتیجه برای این شرط مرزی، تسلیم از سطح داخلی دیسک آغاز میگردد. در این شرایط مرزی، مدل توزیع حرارت  دارای ماکزیمم تنش فون میزز در دیسک دوار است. همان طور که قبلا نیز در شکل 3 نشان داده شده است در این مدل توزیع دما از سطح داخلی تا سطح خارجی دیسک روندی افزایشی و خطی دارد. به علاوه میتوان مشاهده کرد تنش فون میزز برای مدل توزیع حرارت  که در آن توزیع دما از سطوح داخلی تا خارجی دیسک ثابت است کمتر از مدل  میباشد. کمترین سطح تنش فون میزز برای مدلهای توزیع حرارت  و  به دست آمده است. در هر دو این مدلها دما از سطح داخلی دیسک تا سطح خارجی روندی نزولی دارد. در مدل  تغییرات دما بین این دو سطح خطی است. اما در مدل  تغییر غیر خطی و از مرتبه دو میباشد. به عنوان نتیجه میتوان مشاهده کرد که در صوزت تغییرات غیر خطی دما بین دو سطح دیسک میتوان سطح تنشهای معادل مکانیکی-حرارتی در دیسک را کاهش داد. اما، برای شرط مرزی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی، سطح خارجی دیسک دارای بیشترین تنش فونمیزز است و انتظار میرود که محل آغاز جریان پلاستیک در دیسک دوار از این شعاع باشد. مدلهای توزیع دما  و  دارای مقادیر تقریبا یکسانی برای ماکزیمم مقدار تنش معادل فون میزز در سطح خارجی هستند. همین وضعیت را میتوان برای مدل های   و  نیز مشاهده کرد. در مورد تاثیر شرایط مرزی بر سطح تنش فون میزز، دیسک با شرط مرزی آزاد-آزاد دارای بالاترین سطح تنش معادل برای تمامی مدلهای توزیع دما در دیسک دوار است. بعد از آن دیسک با شرایط مرزی تحت قید شعاعی-آزاد قرار دارد. دیسک با شرایط مرزی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی دارای کمترین سطح تنش معادل فون میزز در دیسک برای تمامی مدلهای توزیع دما در آن است. این بدان معنا است که در دیسک با این شرط مرزی تغییر شکلهای پلاستیک بسیار دیرتر نسبت به دو شرط مرزی دیگر آغاز میشوند.
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	a: free-free
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	b: radially constrained-free
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	c: radially constrained- radially constrained

	Fig. 4 Von Mises equivalent stress distribution along the radial direction of disk for the thickness parameter

	شکل 4 توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای پارامتر ضخامت 


در ادامه میتوان توزیع تنش فونمیزز برای پارامتر ضخامت، برای مدلهای توزیع دما  تا  در داخل دیسک و شرایط مرزی متفاوت در سرعت زاویهای  در شکل 5 مشاهده کرد. همانطور که مشخص است با افزایش پارامتر تغییر ضخامت از  در شکل 4 که معادل با دیسک ضخامت ثابت است، به  در شکل 5، سطح تنش معادل فون میزز برای کلیه پارامترهای موجود در شکل کاهش یافته است. اما، کلیه مباحث ارائه شده برای تحلیل پارامترهای موثر بر تنش فون میزز برای  ، برای این پارامتر ضخامت نیز قابل قبول هستند. به علاوه میتوان مشاهده کرد که برای  تاثیر خطی یا غیر خطی بودن مدل توزیع دما بر تغییرات تنش فون میزز بیشتر میگردد. این تاثیر را میتوان در تفاوت منحنیهای رسم شده برای مدلهای توزیع دما  و  مشاهده کرد.
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	a: free-free
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	b: radially constrained-free
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	c: radially constrained- radially constrained

	Fig. 5 Von Mises equivalent stress distribution along the radial direction of disk for the thickness parameter

	شکل 5 توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای پارامتر ضخامت 


توزیع تنش فونمیزز برای پارامتر ضخامت، برای مدلهای توزیع دما  تا  در داخل دیسک و شرایط مرزی متفاوت در سرعت زاویهای  را میتوان در شکل 6 مشاهده کرد. همانطور که مشخص است با افزایش پارامتر تغییر ضخامت از  در شکل 4 و  در شکل 5 به  در شکل 6، سطح تنش فون میزز برای کلیه پارامترهای موجود در شکل کاهش یافته است. برای این پارامتر تغییر ضخامت تغییرات تنش فون میزز در امتداد شعاعی دیسک نسبت به دو مقدار قبلی یکنواختتر شده است. بهدین معنا که تفاوت زیادی بین ماکزیمم و مینیمم این تنش معادل در سطوح داخلی و خارجی وجود ندارد. حتی برای یک سری از ترکیب پارامترهای موجود در شکل دیگر سطح داخلی یا خارجی دیسک دارای ماکزیمم مقدار تنش فون میزز نیست و این مقدار ماکزیمم را می توان در شعاعهایی در میانه دیسک مشاهده کرد. اما، کلیه مباحث ارائه شده برای تحلیل پارامترهای موثر بر تنش فون میزز برای  ، برای این پارامتر ضخامت نیز قابل قبول هستند. به علاوه میتوان مشاهده کرد که برای  تاثیر خطی یا غیر خطی بودن مدل توزیع دما بر تغییرات تنش فون میزز بسیار بیشتر نسبت به  میگردد. این تاثیر را میتوان در تفاوت بسیار زیاد منحنیهای رسم شده برای مدلهای توزیع دما  و  مشاهده کرد. در نتیجه اگر بخواهیم در دیسک دوار سطح تنش های مکانیکی-حرارتی را کاهش بدهیم بهتر است که از توزیع های غیر خطی دما (مرتبه دو و بالاتر) استفاده نماییم.
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	a: free-free
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	b: radially constrained-free
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	c: radially constrained- radially constrained

	Fig. 6 Von Mises equivalent stress distribution along the radial direction of disk for the thickness parameter

	شکل 6 توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای پارامتر ضخامت 


در نهایت در شکل 7 توزیع تنش فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای پارامتر تغییر ضخامت، سرعت زاویهای  و برای توزیعهای متفاوتی از دما و شرایط مرزی در سطوح داخلی و خارجی دیسک دوار آورده شده است. همانطور که مشخص است در تمامی هر یک از مدلهای توزیع دما، دیسک با شرایط مرزی آزاد-آزاد ماکزیمم سطح تنش فون میزز را دارد و بعد از آن دیسک با شرایط مرزی تحت قید شعاعی- آزاد قرار میگیرد. روند تغییرات تنش فون میزز برای این دو شرط مرزی مشابه میباشد اما دیسک با شرایط مرزی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی رفتار کاملا متفاوتی را از خود نشان میدهد. در این شرط مرزی ماکزیمم مقدار تنش معادل در سطح خارجی و مینیمم مقدار آن در میانه دیسک رخ میدهد. به علاوه دیسک با توزیع دما  بیشتزین مقدار سطح تنشهای مکانیکی-حرارتی را دارد و بعد از آن توزیع دمای  قرار میگیرد. شرایط توزیع تنشهای مکانیکی-حرارتی برای دو توزیع دمای  و  تقریبا یکسان است. 
با در نظر گرفتن تمامی پارامترهای موجود در شکل های 4 تا 7 میتوان نتیجه گرفت که دیسک با شرط مرزی تحت قید شعاعی-آزاد با تابع توزیع دمای از نوع  دارای پایین ترین سطح تنش معادل فون میزز میباشد.

	[image: ]

	a: Type A
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	b: Type B
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	c: Type C
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	d: Type D

	Fig. 3 Von Mises equivalent stress distribution along the radial direction of disk for different boundary conditions and the thickness parameter

	شکل 7 توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای شرایط مرزی متفاوت و پارامتر ضخامت 


-6نتیجه گیری
در این مقاله از روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن براي بررسی توزیع تنش معادل فون میزز در دیسکهاي دوار مدرج تابعی استفاده شد. تمامی خواص هندسی و مکانیکی دیسک دوار در راستای شعاعی آن متغیر در نظر گرفته شدند. در دیسک دوار 4 نوع متفاوت از توزیع دما در دیسک در نظر گرفته شد. معادله ناویر حاکم بر تغییرشکلهای دیسک دوار که بر اساس تنش های مکانیکی-حرارتی نوشته شد و به کمک این روش حل گردید. آنالیز عددی نشان داد که دیسک با شرط مرزی حرارتی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی تنش فون میزز کمتری را در مقایسه با شرط مرزی تحت قید شعاعی-آزاد و آن نیز مقادیر کمتری را نسبت به شرط مرزی آزاد-آزاد برای مقادیر متفاوتی پارامتر ضخامت و برای تمامی توابع توزیع دما در دیسک تجربه میکند. از این نکته میتوان استفاده کرد و با تعریف شرایط مرزی مناسب در سطوح داخلی و  خارجی دیسک، سطح تنشهای حرارتی در آن را کنترل و بهینه کرد. در مورد شرایط مرزی، دیسک با دو شرط مرزی آزاد-آزاد و تحت قید شعاعی-آزاد رفتار تقریبا مشابهی را با افزایش پارامتر ضخامت داشتند و در هر دو آنها با افزایش این پارامتر سطح تنش در دیسک کاهش پیدا میکرد. اما، برای دیسک با شرایط مرزی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی، رفتار دیسک متفاوت بود و هرچه پارامتر ضخامت افزایش پیدا کرد سطح تنش در دیسک افزایش یافت. نشان داده شد که توزیع غیر خطی دما در دیسک تنشهای حرارتی کمتری را در دیسک نسبت به توزیع خطی یا ثابت در دیسک ایجاد میکند. با در نظر گرفتن تمامی پارامترها و متغیرها موجود در مدل ارائه شده، نهایتا مشخصات دیسک با کمترین مینیمم سطح تنش معادل فون میزز شناسایی گردید. در نهایت میتوان نتیجه گرفت که مدل تحلیلی ارائه شده به کمک روش هموتوپی پرتوربیشن به خوبی رفتار ترموالاستیک دیسک دوار مدرج تابعی را تحت انواع توابع توزیع دما در دیسک پیش بینی میکند و این مدل قابل گسترش برای انواع پروفیل های ضخامت، شرایط بارگذاریهای پیچیدهتر مکانیکی-حرارتی و .... میباشد.
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