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   چکیده

مورد توجه بوده  هایاز حوزه یکی ،رهایبزرگ ت زیخ ،رهایت رشکلییتغ لیتحل هایدر توسعه روشپرکاربرد بوده است.  اریبس قاتیاز تحق یکی رهایت زیخ لیتحل ر،یاخ هایسال در

بوط به مر اتیس فرضابر اس سهیمقا ابتدا، قیتحق نیا در. دهدیخود را نشان م ها بصورتی قابل توجهروش نیا سهیمقا تیاهم رها،یت رشکلییتغ لیتحل یاهاست. با تنوع در روش

 هایروش با هاکرنش ،ییوابع جابجاتاز  ادهپرداخته شده است. با استف هاییتوابع مربوط به جابجا بدست آوردنانجام شده است. سپس، به موضوع  ییجابجا دانیو م ریت رشکلییتغ

 بوده است. ارهیبزرگ ت زیخ ایهمدل حیمحدوده عملکرد صح یبررس سه،یمقا نیاز ا هدف. ه استشدگیری انجام ها نتیجهکرنش سهیمقا ، باتیو در نهااند شدهمختلف محاسبه 

 .دنریگ استفاده قرار مورد هارشکلییتغ سازیهیو شب لیمختلف تحل هاییتئور سهیمقا یبراتوانند به عنوان معیاری یم ،ییجابجا دانیتوابع م نییتع روشو  حاضر یاسهیمدل مقا

 ان واژگدکلی

 .کرنشتابع جابجایی، گ، بزر زیخ ،ریت ،سهیمقا

Comparison of large deflection analysis methods of beams 

Sara Darfarin1, Yasser Taghipour Lahijani2  

1- Department of Mechanical Engineering, Sirjan University of Technology, Sirjan, Iran.  

2- Department of Mechanical Engineering, Sirjan University of Technology, Sirjan, Iran 
* P.O.B. 7813733385 Sirjan, Iran, sdarfarin1@gmail.com  

Abstract  

In recent years, the analysis of the deflection of beams has been one of the most widely used researches. In the development of beam deformation 

methods, the large deflection beams has been one of the areas of interest. With the variety of beam deformation methods, the importance of 

comparing these methods is remarkable. In this research at first, the comparison is based on assumptions about the deformation of the beam and the 

displacement field. Then, the issue of calculating of displacement functions is discussed. By using the displacement functions, the strains have been 

calculated in different methods and finally, by comparing the strains the comparison is completed. The purpose of this comparison is investigating the 

range of correct performance of large beam models. The present comparative model and the method of calculating of the displacement field functions, 

can be used to compare different theories of deformation analysis and simulation as a benchmark. 
Keywords  

Comparison, Beam, Large deflection, Displacement function, Strain. 
 

 مقدمه  
در  پرکاربرد اریبس قاتیاز تحق یکی رهایت زیخ لیتحل ر،یاخ هایسال در

ر د زیخ یعنی رها،یبزرگ ت زیجامدات بوده است. موضوع خ کیمکان یمهندس

 لیتحل هایکوچک، در توسعه روش هایبزرگ و کرنش هایییاثر جابجا

-روش با تنوع در .مورد توجه بوده است هایاز حوزه یکی رها،یت رشکلییتغ

خود  هبصورتی قابل توج ها،روش نیا سهیمقا تیاهم ،رهایت خیز لیتحل یاه

 .دهد یم بروزرا 

 یهاروش جینتا سهیمقا یبر مبنادر کارهای حاضر، ها سهیمقا اغلب

 املاًک طیرا در شرا سهیامر کار مقا نی. ا[1-3]باشدیمبا یکدیگر مختلف 
 اتی، فرضمسائل گونهنیدر ا کهیسازد. در حالیممکن م جینتا یو دارا کسانی

 جیر نتاعوامل مؤثر ب نتریکرنش از مهم دانیو م ییجابجا دانیم رشکل،ییتغ

 باشند.یم یینها

های بندی مدلهای مختلف، ابتدا طبقهدر این تحقیق برای مقایسه روش
هایی که در سازیتحلیل خیز بزرگ پیشنهادی برای تیرها، بر اساس نوع ساده

 فرض میدان تغییرمکان و میدان کرنش در نظر گرفته شده، انجام شده است.

های مختلف تحلیل خیز تیرها، با فرض میدان سپس، برای مقایسه روش
های مختلف معرفی شده، میدان کرنش محاسبه گردیده جابجایی، با روش

های مختلف روشهای محاسبه شده بر اساس مقادیر کرنش ،است و بعد از آن

 اند.ترین مقادیر کرنش در این تحقیق( مقایسه شدهبا مقادیر مرجع)دقیق

برای تأیید شده با نتایج تجربی،  جابجایی از روش میدانتوابع مربوط به 
شده است. مقادیر مرجع  تعیینگاهی و بارگذاری تیر های مختلف تکیهحالت

گونه و بدون هیچ 1کرنش، مقادیر کرنش حاصل از تئوری تیر تیموشنکو

 باشند.تقریبی می

های تحلیل خیز بزرگ در دو با توجه به مطالعه صورت گرفته، روش
هایی هستند که از اثر برش اند. دسته اول، آن روشکلی انجام گرفته دسته

اند و بنا شده 2برنولی -کنند و به عبارتی بر پایه تئوری تیر اویلرصرفنظر می

هایی هستند که برش را در سطح مقطع تیر ثابت فرض دسته دوم، آن روش

 اند.کنند و بر پایه تئوری تیر تیموشنکو بنا شدهمی

                                                             
1 Timoshenko beam theory 
2 Euler_Bernoulli beam theory 
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 برنولی -خیز بزرگ تیرها بر پایه تئوری اویلر تحلیل روش -1-1

، به 1برنولی با توجه به شکل  -میدان جابجایی تیر بر اساس تئوری تیر اویلر

 :[4]صورت زیر خواهد بود

 

(1) 𝑢(𝑋، 𝑌، 𝑍) = 𝑢0(𝑋) − 𝑌 𝑠𝑖𝑛(𝜃(𝑋)) 

 

(2) 𝑣(𝑋، 𝑌، 𝑍) = 𝑣0(𝑋) − 𝑌 {1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃(𝑋))} 
 

(3) 𝑤(𝑋، 𝑌، 𝑍) = 0 
 

زیر بصورت  1لاگرانژ-های گرینهای کرنش بر پایه رابطه کرنشمؤلفه

 [:5]باشندمی
 

(4) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑋𝑗
+

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑋𝑗
) +

1

2
(

𝜕𝑢𝑚

𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑢𝑚

𝜕𝑋𝑗
) ، 𝑖،𝑗 = 1، 2، 3 

 

برنولی تنها کرنش غیر صفر، کرنش  -در روش مبتنی بر تئوری تیر اویلر

𝜀𝑥𝑥 است. 

 
 

 (برنولی -تقریب اول اویلر)روش اول
ارتند فرضیات ساده کننده در محاسبه میدان جابجایی عب، [9-6]در این روش

 از:

 عدم تغییر طول محوری، یعنی 𝑢0 = 0 

 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ≈ 1 

 𝜀𝑖𝑗 ≈
1

2
(

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑋𝑗
+

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑋𝑗
) 

 (برنولی -تقریب دوم اویلر)روش دوم
فرضیات ساده کننده در محاسبه میدان جابجایی ، [12-10]در این روش

 عبارتند از:

 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ≈ 𝑡𝑎𝑛 𝜃 ≈
𝑑𝑣0

𝑑𝑋
  

 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ≈ 1 

 2نهای فون کارماستفاده از کرنش 

                                                             
1 The green-Lagrange strains 
2 The von Kármán strains 

 خیز بزرگ تیرها بر پایه تئوری تیموشنکو)روش مرجع( تحلیل روش -1-2

، 2با توجه به شکل ، [14-13]ترین میدان جابجایی در این روش تحلیلکلی

 :خواهد بود آمده در ادامهبه صورت 
 

)5( 𝑢(𝑋،𝑌،𝑍) = 𝑢0(𝑋) − 𝑌 𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑋)) 
 

)6( 𝑣(𝑋،𝑌،𝑍) = 𝑣0(𝑋) − 𝑌 {1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑋))} 
 

)7( 𝑤(𝑋،𝑌،𝑍) = 0 
 

محاسبه  لاگرانژ-های گرینهای کرنش بر اساس رابطه کرنشمؤلفه
های غیر صفر در روش مبتنی بر تئوری تیر تیموشنکو، تنها کرنشگردیده و 

𝜸𝒙𝒚کرنش برشی  = 𝟐𝜺𝒙𝒚  و کرنش عمودی𝜺𝒙𝒙 باشند.می 

 

 (تقریب اول تیموشنکو)روش سوم

یی فرضیات ساده کننده در محاسبه میدان جابجا ،[12-10]در این روش
 عبارتند از:

 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ≈ tan 𝜃 ≈  𝜑  

 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ≈ 1 

 نهای فون کارماستفاده از کرنش 

 (تقریب دوم تیموشنکو)روش چهارم

 محاسبه میدان جابجایی نداردای در کنندهفرضیات ساده، [15]این روش
 𝜀𝑥𝑥ولی قسمت غیرخطی کرنش  .باشدجابجایی به حالت کلی می میدانلذا 

 بصورت زیر است: 𝜀𝑥𝑥هایکرنش در نهایت کند.را حذف می
 

(8) 𝜀𝑥𝑥 ≈
𝑑𝑢0

𝑑𝑋
− 𝑌 𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑋
 

 

 (تقریب سوم تیموشنکو)روش پنجم

ترین شکل و بدون فرضیات کلیمیدان جابجایی به  ،[14]در این روش

 با استفاده از روش خطی سازی سازگار 𝜀𝑥𝑥فقط کرنش  باشد،می ساده کننده
 :ساده سازی شده است به شکل زیر

 

(9) 𝜀𝑥𝑥 = (1 +
𝑑𝑢0

𝑑𝑋
) 𝑐𝑜𝑠 𝜑 +

𝑑𝑣0

𝑑𝑋
𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 𝑌

𝑑𝜑

𝑑𝑋
− 1 

Fig. 1 Beam deformation based on  Euler-Bernoulli beam theory  

 برنولی-تغییرشکل تیر براساس تئوری تیر اویلر 1شکل 
 

Fig. 2 Beam deformation based on Timoshenko beam theory 
 اس تئوری تیر تیموشنکوتغییرشکل تیر براس 2شکل 
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  رویکرد حل مسئله 

اجزاء محدود استفاده بر پایه  1از کد متلب حل معادلاتبرای در روش پنجم، 
مقایسه  3در شکل، [16]با نتایج تجربی شده است. نتایج برنامه اجزاء محدود

سرگیردار، ساخته شده از فولاد و تحت بار یک اند. تیر مفروضو ارزیابی شده

و یک نیروی متمرکز   0.758گسترده یکنواخت در طول)وزن خود تیر(

با عرض  سطح مقطع تیر مستطیل شکل باشد.عمودی در انتهای آزاد می
 .طول دارد متر 0.4بوده و  متر 0.0004ارتفاع  متر، 0.025

 

گیری شده مقایسۀ نتایج، تطابق بسیار خوبی را بین خیزهای اندازه

-گیریاز آنجا که در اندازه .نشان داده است تجربی و نتایج عددی روش پنجم

ز خیزها برخی ا -همانطور که در شکل هم قابل مشاهده است- های تجربی

اند، امکان تعیین توابع میدان و برخی دقیق گزارش شده برخی بیشتر کمتر،
. لذا، یستپذیر نامکانبا یک تابع هموار  تجربی ی مقادیر روشجابجایی از رو

شده که دقت آن با نتایج تجربی تأیید -توابع میدان جابجایی از روش پنجم

 بدست آمدند.  -است

 دانیم توابع داشتن با رها،یت زیخ لیتحل مختلف یهاروش سهیمقا یابر
 کرنش ریمقاد با مختلف یهاروشبدست آمده از  کرنش ریمقاد ،ییجابجا

  اند.دهای ارائه شمودارهای مقایسهنتایج به صورت ن .اندشده سهیمقا مرجع

  بیان مسئله -2-1
 در F متمرکز بار وزن خود تیر وتحت بار گسترده  رداریسرگکیفولادی  ریت

سطح مقطع مستطیل شکل به ، نیوتن 0.196به مقدار  آزاد یانتها

 شده انتخاب [16]متر 0.4و طول  متر 0.0004متر عرض، ارتفاع   0.025ابعاد
 .است

                                                             
1 Matlab software 

. ندیآیروش پنجم بدست مروی نتایج از ها موقعیت نهایی گرهتوابع 

و دوران  𝑌، عمودی 𝑋جابجایی در جهت افقی نتایج روش پنجم، مقادیر 
برای بدست آوردن توابع  باشند.می 𝜑و  𝑢 ،𝑣سطح مقطع تیر، به ترتیب 

𝑢(𝑋) ،𝑣(𝑋)  و𝜑(𝑋) استفاده شده است.  2از روی مقادیر از نرم افزار اکسل

𝑅2)با بالاترین دقت هایایچند جملهاز  در اکسل =  .است استفاده شده (1

ع توابقسمت قبل و فرضیات ساده کننده بیان شده در با استفاده از 
رنش کجابجایی، محاسبات مربوط به  مقادیرحاصل از تطبیق بر  ایچندجمله

داده  قرار متر 0.0002 برای تیردر محاسبات کرنش ارتفاع  گردد.انجام می

حداکثر کرنش  ،در سطح بالای تارخنثی عمودی ، یعنی کرنشاستشده 

 عمودی در هر نقطه از تیر بررسی گردد.

 نمودارهای کرنش -2-2

های بیان شده برپایه فرضیات ساده کننده نمودارهای کرنش حاصل از روش
 باشد.می 6تا   4بصورت شکلمیدان جابجایی  ایبر

 

 

                                                             
2 Excel software 

Fig. 3 Comparison between the results of fifth method for large 

deflections of steel cantilever beam, under distributed and 

concentrated force by experimental data 

 ،یسردرگیر فولاد یکتیر خیزهای روش پنجم برای نتایج مقایسه بین  3شکل 

 با روش تجربیمتمرکز تحت بار گسترده و 

 

Fig. 4 Comparison of normal strain of the first and fifth method 

with reference normal strain in the length of beam 
 در طول مرجععمودی با کرنش  و پنجم روش اولعمودی  کرنشمقایسه  4شکل 

 تیر
 

Fig. 5 Comparison of normal strain of the second, third and 

fourth method with reference normal strain in the length of beam 
عمودی با کرنش  دوم، سوم و چهارمروش عمودی  کرنشمقایسه  5شکل 
 در طول تیر مرجع
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های شود. در روشنظر میدر روش اول و دوم از کرنش برشی صرف

کرنش برشی با کرنش مرجع در روش سوم تنها سوم، چهارم و پنجم، 
مقدار  مقایسه شده است. 6شکل  . لذا درفرمولاسیون متفاوتی را دارا است

 باشد.می 0.001-تا  0کرنش برشی مرجع بین 

 

 گیرینتیجه -3

ی جایمیدان جاببا توجه به فرضیات ساده کننده ارائه شده، کرنش پنجم که 

ست شده ا در نظر گرفته فرضیات ساده کننده ترین شکل و بدونآن به کلی

ت فرضیاباشد؛ کرنش چهارم خوانی با کرنش مرجع میترین همدارای بیش

سمت ق دلیل حذف اما به .ای در محاسبه میدان جابجایی نداردکنندهساده

مرجع  عمودی دارای اختلاف حداکثری با کرنش کرنش عمودیخطی غیر

 باشد. کرنش سوم و دوم با استفاده از تئوری کرنش فون کارمن درمی

ت هاینباشند که در فرضیات ساده کننده، دارای تقریب نزدیک به یکدیگر می

 .باشنددر انتهای آزاد تیر نسبت به کرنش مرجع دارا می کمتریخطای 

ر نظ، ولی از کرنش برشی صرفباشدخوبی می دقتاول دارای  عمودی کرنش

ا حداکثر خطا رکه چهارم روش توان دریافت که در نتیجه می کرده است.

-کننده مناسبی را جهت محاسبه خیز بزرگ تیر یک داراست، فرض ساده

وه، بعلاباشد. ترین روش میسردرگیر ارائه ننموده است و روش پنجم دقیق

طح های با ستیرسازی قابلیت مدل ،روش پنجمبندی اجزاء محدودی فرمول

 لخواهها و شرایط مرزی دهای یکنواخت و غیریکنواخت، تحت بارگذاریمقطع

 را دارد.
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Fig. 6 Comparison of shear strain of the third with reference shear 

strain in the length of beam 
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